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Resumen

El objetivo de este trabajo es la identificación de un
sistema robótico mediante el uso de redes neuronales
dinámicas. El sistema en cuestión es una pierna
formada por dos articulaciones de revolución. El
modelo teórico del sistema corresponde por tanto al
de una cadena cinemática de dos articulaciones,
pero el gran número de no linealidades no
contempladas en dicho modelo hacen que existan
bastantes discrepancias con el modelo real. Por esta
razón se ha optado por obtener un modelo empírico
del mismo, empleándose para ello redes neuronales
dinámicas recurrentes. Se han aplicado diversas
técnicas novedosas de entrenamiento y validación,
que aseguran un buen comportamiento del modelo
empírico buscado, consistentes en la inclusión del
estado de las neuronas escondidas de la red en el
vector de decisión -en el caso de entrenamiento-, así
como la resolución de un problema de optimización
previo para la inicialización de dichos estados en
validación. Los datos experimentales han sido
obtenidos de un sistema real.

Palabras Clave: Identificación de Sistemas, Redes
Neuronales Dinámicas, Robótica.

1 INTRODUCCIÓN

Las ecuaciones de la dinámica de un robot formado
por una cadena articulada de elementos rígidos
unidos por articulaciones se obtienen habitualmente
de la formulación matricial de Lagrange-Euler o de la
recurrente de Newton-Euler. Otras formulaciones
como la recursiva de Lagrange o la generalizada de
d´Alambert-Lee pueden ser utili zadas para el mismo
fin. De cualquiera de las formas, el resultado de las
mismas es un conjunto de ecuaciones no lineales y
fuertemente acopladas, denominadas ecuaciones de
la dinámica inversa del robot [1].

Dichas ecuaciones relacionan el par de fuerzas o
torque aplicado sobre cada una de las articulaciones
con las coordenadas generalizadas del robot, ya sean
ángulos –en el caso de articulaciones de revolución–
o desplazamientos –en el caso de articulaciones
prismáticas–. Los términos que dependen de dichas
coordenadas se refieren a términos de inercia (pares
de reacción inducidos por la aceleración que una
articulación provoca sobre otra), a las aceleraciones
centrífuga y de Coriolis, y a términos gravitatorios
debido a los elementos que componen la cadena
articulada.

Dichas ecuaciones también pueden contener términos
que reflejan los rozamientos y fricciones presentes en
el sistema. Estos términos dependen de parámetros
de difícil evaluación, como pueden ser coeficientes
de rozamiento viscoso o coulombiano, a diferencia
de los términos anteriores, que precisan el
conocimiento de las masas, longitudes y momentos
de inercia de cada uno de los elementos. Las
fricciones, pues, añaden incertidumbre en el modelo
calculado. Además, existen otras no linealidades que
solo aparecen en la construcción del prototipo
mecánico, como pueden ser holguras en las
articulaciones, zonas muertas de actuación de los
motores, etc. Estas características son difícilmente
modelables de forma teórica por lo que se recurre a
modelos empíricos para llevar a cabo la
identificación completa del sistema.

El uso de redes neuronales es una herramienta
habitual en el campo de la identificación de sistemas
dinámicos. Una red de estructura determinada es
entrenada con datos de entrada-salida del sistema real
a identificar para que aprenda el comportamiento
dinámico del sistema. La red neuronal, por
definición, realiza un mapeo no lineal entre los datos
de entrada y salida, por lo que resultan muy
convenientes para aprender la dinámica de sistemas
no lineales, tal y como se han venido utili zando en
las últimas dos décadas.



En un principio, se emplearon redes estáticas tales
como el perceptrón multicapa (MLP) [2],[3]. Las
entradas de estas redes corresponden a valores
pasados de las entradas y salidas del sistema. Sin
embargo, esta aproximación presenta algunos
inconvenientes. El primero de ellos es la dificultad
para elegir la estructura de entrada a la red. Otro
inconveniente es que la estructura debe ser
reentrenada cada vez que se cambie el período de
muestreo del sistema. Además, el problema de
control no lineal se entiende mejor cuando se formula
en tiempo continuo que en la versión discreta.

Las redes neuronales dinámicas (DNN) de Hopfield
[4], y sus variantes [5][6][7][8], no presentan estos
inconvenientes y son capaces de aproximar el
comportamiento de sistemas dinámicos multi -
variables. Las DNNs pueden aproximar el
comportamiento de sistemas no lineales autónomos
[9][10],  sistemas afines a control multivariable [11]
y sistemas no lineales en general [12]. Las
condiciones de estabili dad para las DNN se han
analizado en [13] y [14].

Recientemente, Becerra et al [15] han introducido
algunas técnicas para la inicialización de los estados
de las neuronas escondidas, para propósitos de
entrenamiento y validación de redes neuronales con
esta estructura. En particular, dicho trabajo (sobre el
que se basa el presente artículo) propone, en el caso
de entrenamiento, incluir dichos estados en el vector
de parámetros de la DNN a optimizar, así como
inicializar estos estados de forma eficaz para el caso
de validación. Así, se propone resolver un problema
de optimización consistente en calcular los estados de
dichas neuronas que conducen a igualar las derivadas
de los estados de salida a las derivadas medidas
empíricamente.

Con estas técnicas se resuelve uno de los problemas
que plantea este tipo de estructuras neuronales para el
caso de la identificación de sistemas, ya que la
inicialización de los estados de las neuronas
escondidas se ha hecho de forma aleatoria o, más
habitualmente, igualándolos a cero.

En el presente artículo se desarrolla esta idea para la
inicialización de la DNN, aplicada a la identificación
de un sistema robótico consistente en una pierna
mecánica con dos grados de libertad. Para que la
identificación del sistema mejore, se ha añadido un
término a la función de costo a optimizar de forma
que impida que los estados de las neuronas
escondidas adquieran valores elevados.

El articulo está organizado como sigue. En la sección
2 se introducen las DNNs. La sección 3 describe el
problema de entrenamiento de la DNN, mientras que
en la sección 4 se explican los aspectos de

inicialización de las mismas. En la sección 5 se
describe el sistema a identificar y en la sección 6 se
exponen los resultados obtenidos. Finalmente, en la
sección 7 se incluyen las principales conclusiones de
este trabajo.

2 REDES NEURONALES DINÁMI CAS

Las redes neuronales dinámicas (DNN) en su forma
recurrente fueron introducidas en el contexto de las
memorias asociativas [5][16]. La realimentación
añadida a la arquitectura de una red neuronal
feedforward permite obtener un modelo dinámico en
el espacio de los estados.

Dicho modelo está compuesto por un vector
unidimensional de neuronas, cada una de las cuales
viene descrita por:
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donde iji ωβ ,  y ijγ  son pesos ajustables, con

iβ1 constantes de tiempo positivas, xi el estado de

activación de la neurona i, { } miiu ,...,1=  las entradas a

la red, con p≤n, siendo n el número de neuronas de la
red. La función σ(·) es típicamente una función no
lineal tipo sigmoide, por ejemplo, la tangente
hiperbólica, aplicada sobre el argumento (·). Esta
disposición puede observarse en la figura 1.

La red está formada por n neuronas, de las cuales se
escogen las p primeras como salidas, dejando las n-p
restantes como neuronas escondidas. La red puede
entonces expresarse de manera matricial como sigue:
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donde x∈ℜn es el vector de estado, u∈ℜm es el
vector de entradas, ω∈ℜnxn, σ(x)=[σ(x1),...,σ(xn)],
γ∈ℜnxm, ŷ ∈ℜp es el vector de salida,

[ ])( pnpxpxpn IC −∅=  y β∈ℜnxn es una matriz

diagonal con elementos [β1,...,βn]. Esta estructura
matricial puede observarse en la figura 2. Si n>p, se
tienen n-p neuronas escondidas, las cuales aumentan
la capacidad de modelar la dinámica de un sistema
[17][18]. El estado de la DNN puede entonces
considerarse dividido en los estados de salida xo∈ℜp

y los estados escondidos xh∈ℜn-p:
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figura 1: Diagrama de una neurona dinámica.

figura 2: Diagrama de la red neuronal dinámica.

3 ENTRENAMI ENTO DE LA DNN

Para el ajuste de los parámetros de la DNN se
dispone de una serie de datos obtenidos del sistema
real que va a ser modelado. Supongamos un conjunto
de entrenamiento compuesto por N pares de entrada-
salida y tiempo de muestreo Ts:
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donde y∈ℜp es la salida medida, u∈ℜm es la entrada
y k un índice temporal. El problema de entrenamiento
puede ser formulado como un problema de

optimización. Sea θθ nℜ∈ el vector de decisión,
donde nθ es el número de parámetros a estimar. Si
escogemos la función de costo dada por el error
cuadrático medio,
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donde )(ˆ θkty  es la salida de la DNN dada por (2), el

problema de identificación no lineal puede ser
descrito por el siguiente problema de optimización
sin restricciones:

),( NNVmin Ζθ
θ

( 6 )

El trabajo de Becerra et al [15] propone la inclusión
de los valores iniciales de los estados escondidos
xh(t0) en el vector de decisión θ  formado como sigue:
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donde βd es el vector columna de los elementos
diagonales de la matriz β, y vec(·) es un vector
formado por las columnas de la matriz argumento (·).

De esta forma se evita una incorrecta identificación
de los parámetros de la DNN. Tal y como se
demuestra en [15], la inicialización de los valores de
los estados escondidos a cero (tal y como se hace
habitualmente) conduce a un reajuste de los
parámetros de la red, para tratar de igualar las
derivadas de los estados de salida de la red a las
derivadas medidas experimentalmente. Esto conduce
a la aparición de bias en dichos parámetros y,
consecuentemente, a una mala identificación del
sistema.

Una variante del problema de identificación, que
ayuda al entrenamiento de la DNN, es escoger la
siguiente función de costo modificada
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donde ρ es una constante positiva que pesa los
valores iniciales de los estados escondidos. De esta
forma se evita que dichos valores sean elevados.

Una técnica eficaz que evita que el problema de
optimización alcance mínimos locales es comenzar el
entrenamiento desde distintas soluciones iniciales,
escogidas de forma aleatoria. Otra solución
alternativa que impide el estancamiento en un
mínimo local es el uso de algoritmos genéticos, pero
el costo computacional de los mismos es muy
elevado.

4 INICIAL IZACIÓN DE LA DNN

Para la validación de la DNN entrenada se emplea un
conjunto de pares de entrada-salida diferente al de
entrenamiento. Los valores iniciales de los estados
escondidos obtenidos en entrenamiento no son
válidos para este nuevo conjunto, por lo que se
recurre a una estrategia para recalcular los mismos,
consistente en inicializar los estados de las neuronas
de salida con los valores medidos para la salida real
del sistema,

)()( 000 tytx = ( 9 )



y los estados de las neuronas escondidas resolviendo
el siguiente problema de optimización:
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donde )( 0ty
�  puede ser calculado de los datos

obtenidos del sistema real y )( 00 tx
�  de la ecuación

(1), una vez conocidos )( 00 tx , )( 0txh , β , ω y � . De

esta forma, se asegura que las derivadas de las salidas
de la DNN, )( 00 tx� , son aproximadamente iguales al

valor real )( 0ty� .

5 DESCRIPCIÓN DEL SISTEMA

El sistema real sobre el que se aplica este método de
identificación mediante DNN, haciendo uso de los
aspectos de entrenamiento y validación anteriormente
expuestos, es la pierna robótica mostrada en la figura
3 (el sistema completo consta de un par de piernas,
del cual haremos los experimentos de identificación
en una de ellas).

Dicho sistema está compuesto por dos elementos,
muslo y parte baja de la rodill a, accionados por
sendos motores de corriente continua situados en las
articulaciones, cadera y rodill a, respectivamente.
Dichas articulaciones son de revolución. El elemento
final de la pierna es el pie, pero actualmente el
sistema no dispone de motor para accionar dicha
articulación, por lo que el sistema cuenta únicamente
con dos grados de libertad.

  
figura 3: Diferentes vistas de las piernas andadoras.

Para la medición de los ángulos de las articulaciones
se dispone de sendos potenciómetros situados en la
parte interior de la pierna. La medida de las
velocidades la hemos realizado por diferenciación de
las posiciones. Sin embargo, el sistema posee un
diseño electrónico, basado en un conversor
frecuencia-voltaje, capaz de dar las velocidades de

los elementos de la pierna. Una comparación entre
las velocidades medidas por uno y otro método
muestran que son iguales salvo para velocidades
pequeñas, donde el circuito electrónico presenta
algunos problemas. Por esta razón hemos escogido la
diferenciación como base para el cálculo de las
velocidades.

Aún cuando pareciese no muy costoso obtener el
modelo teórico de este sistema, ya que corresponde
inicialmente al de una cadena articulada de dos
elementos unida por articulaciones de revolución, la
existencia de no linealidades difíciles de modelar
hacen que la identificación mediante un modelo
neuronal sea más apropiada para la obtención del
modelo del sistema real en estudio. En particular,
aparecen en el sistema distintos tipos de fricciones,
zonas muertas y también algunas holguras en las
articulaciones. Por esta razón se persigue obtener el
modelo de forma empírica y no teórica.

6 RESULTADOS

El interés de este trabajo es la identificación del
sistema robótico de dos articulaciones explicado
anteriormente mediante una DNN, de forma que
contenga las no linealidades presentes en el sistema y
que son difíciles de modelar teóricamente. La DNN
utili zada es de tipo Hopfield y tiene la forma dada en
la ecuación (2). Se aplican los aspectos de
entrenamiento e inicialización para el caso de
validación explicados en las secciones anteriores.

Se han obtenido de la planta real sendos conjuntos de
1595 pares de entrada-salida para entrenamiento y
validación. Se han escogido las entradas como
sinusoidales de distintas amplitudes y frecuencias,
cubriendo, tanto las entradas como las salidas
obtenidas, un amplio rango de valores en los que
puede moverse el sistema real. Dichas señales han
sido escaladas convenientemente. El problema de
optimización fue resuelto utili zando la función
fminunc de la toolbox de optimización de Matlab®
versión 6.0 R.12, la cual utili za el algoritmo de
optimización sin restricciones Quasi-Newton.

La DNN provee como salidas los ángulos de las
articulaciones, por lo que sus dos primeras neuronas
se escogen como salidas, quedando el resto como
neuronas escondidas. Inicialmente cabe pensar en
que la estructura ideal para la DNN está constituida,
como mínimo, por cuatro neuronas, ya que el sistema
tiene cuatro estados: posiciones y velocidades de
ambas articulaciones. Aun así, se ha hecho un estudio
del error cuadrático medio para estructuras
conteniendo entre tres y ocho neuronas, obteniéndose
el mejor resultado para una estructura de cuatro
neuronas, confirmando así la predicción anterior.
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figura 4: Ángulos medidos para la primera articulación y salida de la DNN. Datos de entrenamiento.
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figura 5: Ángulos medidos para la segunda articulación y salida de la DNN. Datos de entrenamiento.

Los valores de los parámetros obtenidos son los
siguientes:
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Los resultados obtenidos para ambas articulaciones,
en el caso de entrenamiento, son los mostrados en la
figura 4 y en la figura 5 respectivamente. Como

podemos observar, el comportamiento de la DNN es
muy similar al del sistema real. Las situaciones en las
que se aprecian no linealidades son bien resueltas por
la red. El incluir los estados iniciales de las neuronas
escondidas en el vector de entrenamiento evita la
aparición de bias en los parámetros. Además se
observa que el entrenamiento se realiza en un tiempo
menor.

Para el caso de validación, se obtienen los resultados
mostrados en las figuras 6 y 7 . Podemos observar el
buen comportamiento de la DNN respecto a los datos
reales. La elección de los valores de los estados
iniciales de las neuronas escondidas es crucial para
este caso, ya que la resolución previa del problema
de optimización que minimiza el error en las
velocidades, hace que la DNN se sitúe inicialmente
en un estado que le permite seguir eficazmente el
comportamiento del sistema real.

7 CONCLUSIONES

El objetivo de este trabajo es la identificación de un
sistema robótico mediante una red neuronal
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figura 6: Ángulos de la primera articulación y salida de la DNN. Datos de validación.

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

-1

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

time (sec)

a
n
g
le

 (
ra

d
)

Knee
DNN

figura 7: Ángulos de la segunda articulación y salida de la DNN. Datos de validación.

dinámica, haciendo hincapié en aspectos de
entrenamiento e inicialización de la misma que
contribuyen a una mejor identificación del sistema,
evitando la aparición de bias en los parámetros de la
red como consecuencia de una errónea inicialización
de los estados de las neuronas escondidas. El sistema
es una pierna robótica de dos articulaciones, el cual
posee bastantes no linealidades difíciles de modelar
teóricamente. Los resultados obtenidos tras la
identificación muestran que una DNN de cuatro
estados identifica bastante bien el comportamiento
real del sistema.

La red neuronal entrenada puede ser utili zada para la
predicción de estados futuros del sistema utili zada
por un controlador predictivo no lineal basado en
modelo (NNMPC). Éste precisamente es el trabajo
que se está realizando actualmente en la planta. Se
han obtenido algunos resultados de control
consistentes en el seguimiento de trayectorias
utili zando el NNMPC. Asimismo se pretende
implementar la estrategia de control predictivo con
interpolación aplicada en [19]. Dichos resultados se
pretenden comparar con una estrategia clásica basada
en controladores PID.
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